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задание 1.   Какова у данной статистической модели минимальная достаточная статистика? Полна ли она? Найти её распределение.

Решение :
(
Искомая статистика - 
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Она достаточна по критерию факторизации :


[image: image7.wmf])

(

)

),

(

(

)

2

(

1

)

2

(

1

)

;

(

2

2

2

1

2

1

2

2

2

2

1

2

)

(

)

(

2

)

(

2

2

)

(

2

y

h

u

S

r

e

e

u

f

u

n

u

u

n

u

u

n

u

n

i

i

q

q

p

q

p

q

q

q

q

q

q

=

å

=

å

=

-

-

-

+

-

-

-

-

, где h(y) можно положить равной 1. 

S является минимальной статистикой : пусть T(y) – достаточная статистика. Тогда воспользуемся критерием факторизации Фишера: статистика t(x) является достаточной <=> функция правдоподобия представима в таком виде : 
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Заметим, что :
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Аналогично :
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Кроме того, из 
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Рассматривая (1) как уравнение относительно 
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Используя теперь полноту семейства 
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Т.е. найденная статистика является полной, а следовательно и минимальной.
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задание 2.   Рассматривается задача точечного оценивания значения 
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 функции g в классе
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  оценок при квадратической функции потерь W(g,t)=(t-g)2.

Существует ли вK  оценка, минимизирующая среднеквадратический риск
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Равномерно по всем 
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Решение :
(
Найдём явный вид функции 
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Для нахождения НОРМД достаточно найти несмещённую функцию от S(y) (т.к. S – достаточная статистика и => любая функция от нее является НОРМД своего математического ожидания).

 Т.к. 
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Найдём ОМП : 
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Решив уравнения :
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найдем точку максимума :
[image: image36.wmf])
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Проверим, что это действительно точка максимума :
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Имеем, что :
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Т.е. среднеквадратический риск для 
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Задание 3. Достигает ли риск оценки 
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 нижней границы Крамера-Рао? Какой-либо границы Бхаттачария?

Решение :
(
Чтобы достигалась граница Бхаттачария порядка один (граница Крамера-Рао) или два, должно иметь место представление:


[image: image46.wmf]å

å

¶

¶

¶

+

¶

¶

=

-

j

i

ij

i

i

L

L

c

L

L

c

g

t

q

q

q

2

0

1

1

  (*)
введем замену: 
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заметим, что рассматриваемая разность (*) не выразится линейно через эти выражения с коэффициентами, зависящими от параметра, так как не один из них не содержит 
[image: image53.wmf]y

 в степени 2, следовательно границы Бхаттачария порядка один и два не достигаются.
задание4.  Найдите информационную функцию Фишера для рассматриваемой модели.

Решение :
(
Найдём информационную функцию Фишера для 
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введем замену: 
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-искомая информационная матрица Фишера для данной модели.

Т.к. 
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Задание 5.  Для параметров рассматриваемой модели постройте 
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-доверительное множество.

Существует ли центральная функция? Если она существует, то каков её вид и каково ее распределение?

Какую статистику следует взять для построения 
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-доверительных множеств методом сечений, если центральной статистики не существует?

Решение :
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1) Для параметров рассматриваемой модели построим 
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Построим 
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Разрешая неравенства, определяющие подмножество 
[image: image77.wmf])

(

q

H

, относительно пары параметров 
[image: image78.wmf])

,

(

2

2

1

q

q

, получаем искомое доверительное множество, определяемое условиями 
[image: image79.wmf]t

nS

t

nS

t

n

y

n

¢

<

<

¢

¢

-

>

/

/

,

/

)

(

2

2

2

2

2

1

2

2

q

q

q

 .Область представляет собой часть плоскости, ограниченную параболой 
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 и двумя прямыми 
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 2)  Существует ли центральная функция? Если она существует, то каков её вид и каково её распределение?

 В качестве центральной функции для оценивания параметра 
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. Это случайная величина равна по распределению S
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Задание 6.  Постройте для g(θ)   оценку по методу моментов. Какова асимптотическая эффективность по Леману этой оценки относительно ОМП?

Решение :
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Заметим, что : 
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. Асимптотическая эффективность по Леману оценки по методу моментов функции относительно ОМП равна 1(как отношение двух равных дисперсий).
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Задание 7. Являются ли оценки максимума правдоподобия параметров и функции g состоятельными и асимптотически нормальными при 
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? Если ОМП имеют асимптотическое распределение, отличное от нормального, то каково это асимптотическое распределение и каковы параметры этого асимптотического распределения?
Решение :
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 1) а)По условию 
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 по закону больших чисел имеем : 
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     б) Из ЗБЧ выборочные моменты первых двух порядков сходятся по вероятности к соответствующим теоретическим моментам:
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Из свойств сходимости по вероятности имеем: 
[image: image99.wmf]2

1

2

)

(

q

P

n

y

®



 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf]2
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 в) Из свойств сходимости по вероятности, если 
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как частное 
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2) Докажем асимптотическую нормальность оценок для параметров и функций.По теореме о достаточных условиях, необходимых для того, чтобы ОМП являлась наилучшей ассимптотической оценкой, имеем:
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так как 
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так как верно 
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, следовательно:


[image: image111.wmf]¥

®

+

=

-

-

n

o

b

I

b

N

g

g

n

d

T

d

n

),

1

(

))

(

)

(

)

(

,

0

(

))

(

)

(

(

1

1

q

q

q

q

q

(



[image: image112.wmf]6
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Т.е. получаем, что все  оценки являются ассимптотически нормальными при 
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Задание 8. Считая, что 
[image: image116.wmf]¥

®

n

, постройте на основе одной из оценок из К асимптотические γ – доверительные границы для g(
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). Объясните, с чем связан Ваш выбор. Сравните полученные  доверительные границы с консервативными доверительными границами для g(
[image: image118.wmf]0
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Решение :
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По предыдущей задаче мы выбираем  ОМП.  Так как доказали ,  что  она состоятельна и асимптотически нормальная, т.е.:
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будет асимптотически центральной функцией, а  H(y)=
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- асимтотический 
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Задание 9. Для проверки гипотезы Г1 : 
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 постройте критерий (асимптотического) уровня 
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Решение :
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Равномерно наиболее мощным называется такой критерий, что для любых двух значений неизвест​ного параметра из мно​жества их допустимых значений и не равных фиксированному (0 множество Х, определяемое соотношением 
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Проверка гипотезы Г эквивалентна заданию критической области, поэтому рассмотрим  критическое  множество:
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В предположении Г1 (т.е. g(θ)=a1 ):
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Найдем 
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Тогда мы получим критерий асимптотического уровня α1 .

Очевидно, полученный критерий не является РНМ-критерием.

При a2 достаточно близких к а1 критерий не будет несмещённым.
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